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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo da medida de centralidade dos caminhos mínimos
em grafos. A centralidade de caminhos mínimos diz respeito à análise da importância (influência)
que um caminho mínimo tem sobre o fluxo de dados em um grafo. Para o cômputo da medida
de centralidade foi executado o algoritmo de Dijkstra para a busca de caminhos mínimos a
partir de todos os vértices em um grafo e, para manipulação de dados, dicionários foram usados
como estrutura de dados para armazenamento do percurso dos caminhos mínimos com seus
respectivos valores de centralidade. Dicionários são estruturas de dados muito eficientes e
convenientes para a busca e armazenamento de informações indexadas por chaves. O que motiva
este trabalho é o fato que grafos comumente representam situações do mundo real, como mapas,
redes sociais, entre outras. A busca por rotas otimizadas em mapas é um exemplo do escopo
de grafos que cobre o problema de caminhos mínimos. Dito isto, é de interesse e relevância
analisar os valores de centralidades dos caminhos mínimos em um grafo, um exemplo disto, no
tráfego de dados em uma rede cabeada, existem pontos (rotas) nesta infraestrutura que devem ter
estruturas físicas mais robustas para suportar a alta transferência de dados, as rotas centrais dizem
respeito à centralidade de um caminho mínimo, visto que o tráfego de dados busca, normalmente,
sempre a menor rota. Os resultados apresentados neste trabalho permitirão visualizar a teoria al-
gorítmica proposta, juntamente com o comportamento da distribuição dos valores de centralidade.

Palavras-chave: Teoria dos grafos. Caminhos mínimos. Algoritmo de Dijkstra.



ABSTRACT

The goal of this work is to study the centrality measure of shortest paths in graphs. The
centrality of shortest paths concerns the analysis of the importance (influence) that a shortest path
has on the data flow in a graph. For the computation of such centrality, the Dijkstra algorithm was
used to search the shortest paths from all vertices in a graph. For data manipulation, dictionaries
were used as a data structure for storing the path of the shortest paths with their respective values
of centrality. Dictionaries are very efficient and convenient data structures for searching and
storing key-indexed information. What motivates this work is the fact that graphs commonly
well represent real-world situations, such as maps, social networks, among others. Searching
for optimized routes on maps is an example of the scope of graphs that covers the shortest path
problem. Therefore, it is of interest and relevance to analyze the centrality values of shortest
paths in a graph, an example of this, in data traffic on a wired network, there are points (routes)
in this infrastructure that must have more robust physical structures to support the With high
data transfer, central routes refer to the centrality of a shortest path, since data traffic normally
always seeks the shortest route. The results presented in this work will allow us to visualize
the proposed algorithmic theory, together with the behavior of the distribution of centrality values.

Keywords: Graph theory. Shortest path. Dijkstra’s algorithm.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 JUSTIFICATIVA

As redes são comuns em diversos tipos de aplicações, desde a internet com a estrutura
da World Wide Web, economia, geografia à transmissão de doenças. Estes tipos de aplicações são
comumente modeladas por grafos, pois estes são considerados um modelo matemático bastante
conveniente para ilustrar visualmente as relações entre os dados.

Tendo-se em vista a alta representatividade de relações entre dados que os grafos
proporcionam, a manipulação e análise destes, resultam em inúmeras soluções e facilidades para
aplicações na realidade. O problema dos caminhos mínimos, tópico deste trabalho, é encontrar
um percurso entre dois vértices (ou nós) em um grafo de forma que a soma dos pesos de suas
arestas constituintes seja minimizada. Este conceito se aplica a situações de relevância como a
busca por rotas mínimas em mapas, análise de manutenibilidade de rodovias centrais (rotas mais
usadas), estudo de transmissibilidade de surtos de doenças (COVID-19), dentre outros. Dado
estes exemplos, a busca por caminhos mínimos mais importantes (caminhos mínimos de alta
centralidade) nos permite analisar e definir quais são os meios mais comuns de propagação de
influência no fluxo de informações em um grafo. No caso de rodovias, destas, quais precisarão
de maior monitoramento para manutenção; no caso de transmissibilidade viral, tentar mitigar os
meios mais comuns de transmissão do vírus (rotas aéreas para regiões com surto da doença, por
exemplo).

1.2 OBJETIVOS E MOTIVAÇÃO

Este trabalho instiga o estudo da centralidade de caminhos mínimos em um grafo. O
problema de caminhos mínimos para todos os pares de vértices dispõe de diversos algoritmos
cujo entendimento, tanto do ponto de vista teórico como prático, têm sido investigados na
literatura (Williams, 2014) (Pettie e Ramachandran, 2002). No escopo de caminhos mínimos, o
algoritmo que computa os valores exatos de centralidade de caminhos mínimos é extremamente
custoso, tornando-o inviável para aplicações em grafos muito grandes, justamente os que,
maioritariamente, representam situações da vida real. Contudo, existem linhas de pesquisas que
buscam alternativas estratégicas para computar esta medida de forma mais eficiente, o cálculo
por amostragem (de Lima et al., 2021) é um exemplo recentemente proposto para a solução do
problema. Dito isto, este trabalho irá passar o conceito base para a computação dos valores de
centralidade dos caminhos mínimos (algoritmo de força bruta), apresentando resultados, dados
numéricos e gráficos visuais para estudo de comportamento.
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1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

De forma geral, o trabalho está dividido em três partes: introdução dos conceitos
básicos; apresentação da metodologia para a computação da centralidade dos caminhos mínimos;
apresentação dos resultados e suas respectivas análises e conclusões. A introdução visa definir os
conceitos principais para o entendimento do algoritmo proposto neste trabalho para a computação
dos valores de centralidades dos caminhos mínimos e para definições. A metodologia apresenta
o processo passo a passo do algoritmo para o cálculo dos valores de centralidade dos caminhos
mínimos, desde o formato de recepção de dados (dados de entrada)à saída (impressão na saída
padrão) dos valores computados. O capítulo final apresenta os dados retornados pelo algoritmo,
como as tabelas de centralidade, representação gráfica destes valores e análise de comportamento
do algoritmo, juntamente com as conclusões.
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2 CONCEITOS INTRODUTÓRIOS

Este capítulo introduz, brevemente, os conceitos básicos de grafos que serão utilizados
ao longo dessa monografia. Os conceitos apresentados neste capítulo podem ser acessados nas
seguintes bibliografias: (Bondy e Murty, 1976); (West, 2002); (Bondy e Murty, 2008); (Feofiloff
et al., 2018).

2.1 TEORIA DE GRAFOS

Muitas situações do mundo real podem ser convenientemente descritas por meio de um
diagrama que consiste em um conjunto de pontos, juntamente com linhas que unem certos pares
destes pontos (Bondy e Murty, 1976). Por exemplo, os pontos podem representar pessoas, com
linhas unindo pares de amigos, podem ser centros de comunicação, com linhas representando
links de relacionamento. Tais diagramas buscam saber se dois pontos dados são unidos por uma
linha, entretanto a maneira pela qual eles são unidos é irrelevante. Uma abstração matemática de
situações desse tipo dá origem ao conceito de grafos (Bondy e Murty, 2008).

Definição 1 Um grafo 𝐺 é denotado por um par ordenado (𝑉 (𝐺), 𝐸 (𝐺)), onde 𝑉 (𝐺) é um
conjunto de vértices e 𝐸 (𝐺) é um conjunto de ligações entre pares de vértices de 𝐺, chamados
de arestas. São denotadas por 𝑛 = |𝑉 (𝐺) | e 𝑚 = |𝐸 (𝐺) | as cardinalidades dos conjuntos 𝑉 (𝐺)
e 𝐸 (𝐺), respectivamente.

2.2 REPRESENTAÇÃO VISUAL

Os grafos têm esse nome porque podem ser representados graficamente. Cada vértice
é indicado por um ponto e cada aresta por uma linha que une os pontos que representam suas
extremidades (Bondy e Murty, 1976).

Existem diversas maneiras de representação para um grafo. Os pontos (vértices) e
conexões (arestas) são meramente um modelo visual da estrutura de dados, isto é, não têm
significado.

A seguir, dois exemplos de representações de dois grafos, 𝐺 e 𝐻.

Exemplo 1 Considere o grafo 𝐺, Figura 2.1(a), onde

𝑉 (𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦}

e

𝐸 (𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 , 𝑔, ℎ}
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Exemplo 2 Considere o grafo 𝐻, Figura 2.1(b), onde

𝑉 (𝐻) = {𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5}

e

𝐸 (𝐻) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10}

(a) 𝐺. (b) 𝐻 .

Figura 2.1: Representação visual de grafos.

2.3 GRAU DE VÉRTICES E NÚMERO DE ARESTAS

O número de arestas incidentes a um vértice se refere ao grau deste vértice. Algumas
bibliografias ainda subdividem este conceito em definições de leques de entrada e saída, ou seja,
o grau do leque de saída de um vértice se dá pelas arestas que “saem do vértice” e, de forma
intuitiva, o grau de um vértice de entrada é o número de arestas que incidem em um vértice
(“entram no vértice”). De forma complementar, percebe-se que a soma dos graus de saída de
todos os vértices de um grafo é igual ao número de arestas do grafo. A soma dos graus de
entrada de todos os vértices também é igual ao número de arestas. Segue daí que um grafo com
V vértices tem no máximo |𝑉 | ( |𝑉 | − 1) arestas. Observe que com isso, um grafo con 𝑛 vértices
pode ter 𝑂 (𝑛2) arestas.

Definição 2 Dado um grafo 𝐺 = (𝑉 (𝐺), 𝐸 (𝐺)), o grau de um vértice 𝑣, denotado por 𝑑 (𝑣), é o
número total de arestas de 𝐺 incidentes a 𝑣.

2.4 DIRECIONAMENTO

Usando-se das definições anteriores, nesta seção iremos explanar umas das principais
propriedades de grafos no que diz respeito ao relacionamento entre vértices de um grafo. Os
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grafos podem ou não ser direcionados, pondo-se em exemplos reais, a relação de amizade em
uma rede social, por exemplo, pode ser denotada como não direcionada, pois um amigo 𝑎 é amigo
de 𝑏, assim como o inverso. Já em rotas e trajetos (mapas), as ruas possuem direcionamento,
isto é, para um exemplo em que uma rua possui mão única, a relação do ponto de interseção de
seu início e fim pode ser dado como de 𝑎 para 𝑏, porém não o inverso, pois seria considerado
contramão.

Considere a Figura 2.2(a). Este é um exemplo de um grafo 𝐺, não direcionado, onde
𝑉 (𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} e 𝐸 (𝐺) = {{𝑎, 𝑏} , {𝑎, 𝑐} , {𝑎, 𝑑} , {𝑏, 𝑐} , {𝑏, 𝑑} , {𝑐, 𝑑}}. Nota-se que as
arestas {𝑎, 𝑏} e {𝑏, 𝑎} são considerados redundantes, motivo pela qual o conjunto 𝐸 (𝐺) apresenta
somente uma delas.

Considere a Figura 2.2(b). Este é um exemplo de um grafo 𝐺, direcionado, onde
𝑉 (𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} e 𝐸 (𝐺) = {𝑎𝑏, 𝑎𝑑, 𝑏𝑐, 𝑐𝑎, 𝑑𝑏}. A aresta 𝑎𝑏 indica que há uma relação de 𝑎

para 𝑏 e o inverso não é verdade.

(a) Grafo não direcionado. (b) Grafo direcionado.

Figura 2.2: Direcionamento de grafos.

2.5 SUBGRAFOS E SUPERGRAFOS

Dado um grafo 𝐺, um subgrafo de 𝐺 é um grafo com todos os seus vértices e arestas em
𝐺. Se 𝐺′ é um subgrafo de 𝐺, então 𝐺 é um supergrafo de 𝐺′. Um subgrafo de extensão é um
subgrafo contendo todos os pontos de 𝐺. Para qualquer conjunto 𝑆 de pontos de 𝐺, o subgrafo
induzido 𝐺 [𝑆] é o subgrafo maximal de 𝐺 com conjunto de pontos 𝑆. Desta forma, dois pontos
de 𝑆 são adjacentes em 𝐺 [𝑆], se e somente se, eles são adjacentes em 𝐺.

Definição 3 Um grafo 𝐻 é um subgrafo de 𝐺, escrito como 𝐻 ⊆ 𝐺 se 𝑉 (𝐻) ⊆ 𝑉 (𝐺) e
𝐸 (𝐻) ⊆ 𝐸 (𝐺).

2.6 PASSEIOS, CAMINHOS E CICLOS

Previamente, foram definidos alguns princípios básicos dos grafos, vértices e arestas.
Considerando os princípios até agora apresentados, esta seção visa definir as noções de passeios
e caminhos em um grafo.
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Figura 2.3: Um grafo direcionado de 8 vértices, com ênfase para o caminho do vértice 0 ao 6.

Um passeio em um grafo se da pela propriedade: se 𝑣 e 𝑤 são vértices consecutivos
em uma seuqencia, então (𝑣, 𝑤) é uma aresta do grafo. Uma aresta do passeio é qualquer aresta
(𝑣, 𝑤) do grafo, tal que, 𝑤 é o sucessor de 𝑣 no passeio.

Com isto, um caminho em um grafo é um passeio sem arestas repetidas, ou seja, um
passeio em que as arestas são todas diferentes entre si. Um caminho é simples quando não tem
vértices repetidos. Por exemplo, (0, 2, 7, 3, 6) é um caminho simples no grafo 𝐺 da Figura 2.3.

Todas as arestas de um caminho apontam na mesma direção de um vértice para o seu
sucessor. Há quem goste de enfatizar esse fato dizendo caminho dirigido em vez de caminho.

A origem de um caminho é o seu primeiro vértice. O término é o seu último vértice. Se
um caminho tem origem 𝑠 e término 𝑡, dizemos que vai de 𝑠 a 𝑡. O comprimento de um caminho
é o número de arestas do caminho. Se um caminho tem 𝑛 vértices, seu comprimento é pelo
menos 𝑛− 1; se o caminho é simples, seu comprimento é exatamente 𝑛− 1 (Feofiloff et al., 2018).

Tendo-se das definições acima, um ciclo em um grafo nada mais é que um caminho
fechado, ou seja, tem comprimento maior que 1, sem arestas repetidas.

Definição 4 Dado um grafo 𝐺 = (𝑉 (𝐺), 𝐸 (𝐺)), um passeio 𝑃 = (𝑣1, ..., 𝑣𝑘 ) em 𝐺 é uma
sequência de vértices de 𝐺, tal que, para todo par consecutivo de vértices (𝑣𝑖 − 1, 𝑣𝑖), com
2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 , temos que (𝑣𝑖 − 1, 𝑣𝑖) é uma aresta de 𝐺. Se não houverem vértices repetidos
em 𝑃, dizemos que 𝑃 é um caminho. Um ciclo no grafo 𝐺 é uma sequência de vértices
𝐶 = (𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑘 ) se 𝑃 = (𝑣1, ..., 𝑣𝑘 ) é um caminho em 𝐺 e (𝑣1, 𝑣𝑘 ) ∈ 𝐸 (𝐺).

2.7 ÁRVORES E FLORESTAS

Em grafos, uma árvore é um grafo conexo sem ciclos. Uma floresta é um grafo com
cada componente conectado em uma árvore. Uma folha em uma árvore é qualquer vértice de
grau 1. A Figura 2.4 apresenta uma árvore e uma floresta com duas árvores.

2.8 MODELAGENS DE GRAFOS REAIS

Como mencionado na introdução deste trabalho, grafos são ferramentas matemáticas
amplamente utilizadas na modelagem de redes de larga escala. A seguir são apresentados
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Figura 2.4: Um grafo e uma floresta com duas árvores.

exemplos de representações de aplicações da vida real: o primeiro, o grafo da Figura 2.5 descreve
uma rede de coautorias entre um conjunto de físicos e matemáticos aplicados (Easley e Kleinberg,
2010); o segundo, o grafo da Figura 2.6 se refere à rede de um clube de karatê, uma disputa entre
o presidente do clube (nó 34) e o instrutor (nó 1).

Figura 2.5: Uma rede de coautoria de físicos e matemáticos aplicados. Arestas ligando nós de mesma cor,
representam a coautoria dentro de um grupo, enquanto que as arestas que ligam estes grupos, indicam a influência
entre os subgrupos (em perspectiva de cores) do grafo.

Figura 2.6: Representação de uma rede (grafo) de um clube de karatê. As arestas representam a relação de aluno
(círculos simples) e treinador (círculos destacados, nós 1 e 34).
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3 CAMINHOS MÍNIMOS

Usando-se das propriedades de grafos até agora citados, caminhos mínimos também é
uma propriedade que visa, dado dois vértices 𝑣1 e 𝑣2, buscar qual o caminho mais curto de 𝑣1

para 𝑣2. O peso (ponderação) de arestas é outra propriedade adicional para este capítulo. As
arestas de um grafo, além de todas as definições previamente definidas, podem ou não possuir
peso. Um exemplo da vida real, dado um mapa, os pesos das arestas para um grafo que o
representasse poderiam se referir a distância em quilômetros Com isto, o grafo seria classificado
como direcionado e ponderado. Quando não se é destacado que o grafo possui pesos, podemos
considerar que todas as suas arestas possuem peso 1.

3.1 ALGORITMO DE DIJKSTRA

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de caminhos mínimos. O algoritmo retorna
uma árvore de caminhos mínimos em que um par de nós, raiz da árvore com seus nós filhos,
refere-se a um caminho mínimo da raiz ao nó filho em questão.

Do algoritmo, aplicado em grafos:
1) Cria-se um conjunto de árvores de caminhos mínimos (shortest path tree set - sptSet)

que mantém o controle dos vértices incluídos na árvore de caminhos mínimos, ou seja, cuja
distância mínima da fonte é calculada e finalizada. Inicialmente, este conjunto está vazio.

2) Atribui-se um valor de distância a todos os vértices no grafo de entrada. Inicialmente,
todos os valores de distância são definidos como “INFINITO”. Atribui-se o valor de distância 0
para o vértice de origem para que ele seja selecionado primeiro.

3) Enquanto o sptSet não possui todos os vértices:
a) É selecionado um vértice 𝑢 que não está em sptSet e tem um valor de distância

mínimo.
b) Adiciona-se 𝑢 em sptSet.
c) Atualiza-se o valor da distância de todos os vértices adjacentes a 𝑢. Para isto,

itera-se em todos os vértices adjacentes e para cada vértice adjacente 𝑣, se a soma do valor da
distância de 𝑢 (da fonte) e o peso da aresta (𝑢, 𝑣), for menor que o valor da distância de 𝑣, então
atualize o valor da distância de 𝑣.

3.2 ÁRVORE DE CAMINHOS MÍNIMOS

Seguindo-se da definição de árvores de caminhos mínimos proposta em (de Lima et al.,
2021). Uma árvore de caminhos mínimos de um vértice 𝑢 é uma árvore geradora 𝑇𝑢 de 𝐺, de
modo que o caminho de 𝑢 para todos os outros vértices de 𝑇𝑢 é um caminho mínimo em 𝐺.
Tomando-se a árvore de caminho mínimos para um vértice 𝑢 como sendo 𝑇𝑢. Um caminho
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mínimo que começa na raiz de uma árvore Dijsktra é chamado de ramo de 𝐺. Mais formalmente,
dado 𝑇𝑢, para cada 𝑣 ≠ 𝑢, o caminho mínimo de 𝑢 a 𝑣 é um ramo, denotado por B𝑢 (𝑣). Além
disso, cada subcaminho de B𝑢 (𝑣) = 𝑝𝑢𝑣 é também um caminho mínimo em 𝐺, e denotamos esse
conjunto de subcaminhos (incluindo 𝑝𝑢𝑣) como 𝑆(𝑝𝑢𝑣) ou 𝑆(B𝑢 (𝑣)) (ambas as notações são
usadas indistintamente, por conveniência). Uma vez que 𝐺 não é direcionado, o mesmo se aplica
a caminhos em ordem reversa, ou seja, cada subcaminho de 𝑝𝑣𝑢 em 𝑇𝑢 também é um caminho
mínimo. Com isto, assumimos 𝑆(𝑝𝑣𝑢) como sendo este conjunto de caminhos mínimos (de Lima
et al., 2021).

3.3 CAMINHOS MÍNIMOS ENTRE TODOS OS PARES DE VÉRTICES (APSP)

O APSP, do inglês, all-pairs shortest paths. é o problema de calcular o comprimento
mínimo entre cada par de vértices em um grafo ponderado. O problema APSP é bastante estudado,
tendo resultados recentes para uma variedade de suposições para o grafo de entrada (direcionado,
não direcionado, ponderado, não ponderado, etc.) (de Lima et al., 2021) (Williams, 2014) (Pettie
e Ramachandran, 2002).

Definição 5 (Conjunto de caminhos mínimos de um grafo) O conjunto de 𝑛 árvores Dijkstra
de 𝐺 é denotado por T . Seja 𝑆(𝑇𝑢) =

⋃
𝑣∈𝑉\{𝑢} (𝑆(𝑝𝑢𝑣) ∪ 𝑆(𝑃𝑣𝑢)). O conjunto de caminhos

mínimos de um grafo 𝐺 é definido por 𝑆(𝐺) = ⋃
𝑢∈𝑉 𝑆(𝑇𝑢).

3.4 O ALGORITMO DE DIJKSTRA PARA O PROBLEMA APSP

É possível resolver o problema de encontrar os caminhos mínimos de todos os pares de
vértices de um grafo, executando um algoritmo de caminhos mínimos de fonte única |𝑉 | vezes,
uma vez para cada vértice como fonte. Se todos os pesos das arestas forem não negativos, podemos
usar o algoritmo de Dijkstra. Existem variações deste algoritmo, otimizando a complexidade de
tempo, sendo o mais famoso deles, o algoritmo de Floyd-Warshall, cuja complexidade de tempo
é 𝜃 (𝑛3) e depende apenas de 𝑛.

3.5 CENTRALIDADE DE INTERMEDIAÇÃO (BETWEENNESS CENTRALITY)

A centralidade de intermediação é uma maneira de detectar a quantidade de influência
que um nó tem sobre o fluxo de informações em um grafo. Em outras palavras, usa-se para
localizar os nós que servem como “ponte” de uma parte de um grafo para outra ou que inferem
possuir maior “importância”.

Com o cálculo de todos os pares de caminhos mínimos em um grafo, os vértices recebem
uma pontuação, que se refere a um montante de “importância” do nó em relação ao número de
caminhos mínimos que passam pelo nó. Em suma, os nós que mais frequentemente estiverem
presentes nos caminhos mínimos de um grafo terão pontuações de centralidade de intermediação
mais altas.
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A Figura 3.1 apresenta um grafo não direcionado colorido com base na centralidade da
intermediação de cada vértice do menor (vermelho) ao maior (azul).

Figura 3.1: Grafo não direcionado com as centralidades de intermediação dos vértices.

Nesta mesma linha, podemos avaliar a “importância” de arestas ou, de forma mais
relevante, dos caminhos mínimos, atribuindo-lhes pontuações toda vez que estes estão presentes
como subcaminhos mínimos em outros caminhos mínimos. Isto desperta a importância e motiva
ao estudo de, assim como na centralidade de intermediação em vértices, a centralidade de
caminhos mínimos que será discutido na próxima seção.

3.6 CENTRALIDADE DE CAMINHOS MÍNIMOS

A seguir, a definição de centralidade de caminhos mínimos de um grafo, definida em
(de Lima et al., 2021).

Definição 6 (Centralidade de caminhos mínimos) Dado um grafo não direcionado ponderado
𝐺 = (𝑉, 𝐸) com 𝑛 = |𝑉 |, um par (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉2 e a árvore Dijkstra 𝑇𝑎 para cada 𝑎 ∈ 𝑉 , sejam
𝑝𝑎𝑏 = (𝑎, ..., 𝑏) e 𝑝𝑢𝑣 = (𝑢, ..., 𝑣) os caminhos mínimos de 𝑎 para 𝑏 e 𝑢 para 𝑣, respectivamente,
tais que 𝑝𝑎𝑏, 𝑝𝑢𝑣 ∈ 𝑆(𝐺). A centralidade do caminho mínimo de um par (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉2 é definida
como

𝑐(𝑢, 𝑣) = 𝑡𝑢𝑣

𝑛(𝑛 − 1)

onde

𝑡𝑢𝑣 =
∑︁

(𝑎,𝑏)∈𝑉2:𝑎≠𝑏

1𝜏𝑢𝑣 (B𝑎 (𝑏))
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A função 1𝜏𝑢𝑣 (B𝑎 (𝑏)) retorna 1 se houver algum caminho mínimo de 𝑢 a 𝑣 como
subcaminho do ramo B𝑎 (𝑏) ∈ 𝑆(𝑇𝑎) (e 0 caso contrário). Intuitivamente falando, um par (𝑢, 𝑣)
tem alta centralidade de caminho mínimo se o caminho mínimo 𝑝𝑢𝑣 ∈ 𝑆(𝑇𝑢) (e 𝑆(𝑇𝑣)) é um
subcaminho de um grande número de caminhos mínimos em 𝑆(𝐺).

Considere o grafo da Figura 3.2. O percurso mais curto do vértice 𝑣1 para o vértice 𝑣3 é
o caminho mínimo (𝑣1, 𝑣3). Calculando-se todos os possíveis pares de caminhos mínimos deste
grafo, chegaremos a conclusão de que o caminho mínimo (𝑣1, 𝑣3) terá maior centralidade que
o caminho mínimo (𝑣1, 𝑣5, 𝑣4) (percurso mais curto do vértice 𝑣1 para o 𝑣4) por exemplo, isto
porque as vezes em que o caminho mínimo (𝑣1, 𝑣3) está presente como subcaminho mínimo é
maior que as vezes em que o caminho mínimo (𝑣1, 𝑣5, 𝑣4) está presente em outros.

Figura 3.2: Grafo simples com 5 nós.

Assim como ocorre com o problema da centralidade de intermediação, a melhor maneira
conhecida de se computar a centralidade de caminhos mínimos também é utilizando algoritmos
que resolvem o APSP.

3.7 REDUNDÂNCIA DE CAMINHOS MÍNIMOS

Adicionalmente, ainda considerando o grafo da Figura 3.2, observa-se que do vértice
𝑣1 ao vértice 𝑣4, um algoritmo de busca por caminhos mínimos pode retornar o percurso mais
curto como sendo (𝑣1, 𝑣3, 𝑣4) ou (𝑣1, 𝑣5, 𝑣4), porém nos importa apenas uma destas saídas e
usaremos a que o algoritmo em questão encontrar. Para a busca de caminhos mínimos, usaremos
o algoritmo de Dijkstra e assumiremos seu retorno como verdade. Esta informação é importante
e curiosa, pois dependendo de como o algoritmo se comporta/ trata os dados, o resultado do
conjunto de caminhos mínimos podem diferir e, consequentemente, os valores de centralidade
dos caminhos mínimos nos grafos que possuam mais de uma opção de percurso mais curto entre
um par de vértices. Ainda, a aleatorização dos rótulos de um grafo é uma linha de pesquisa neste
mesmo escopo que, segundo (de Lima et al., 2021), em grafos muito esparsos, a aleatorização
dos rótulos não resulta em diferenças significativas nos valores de centralidade dos caminhos
mínimos.
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4 METODOLOGIA

De um ponto de vista algorítmico e de estruturas de dados, os grafos são amplamente
utilizados para representar redes em geral, sejam estas representações de mapas, redes sociais
ou até mesmo o fluxo de influências numa rede bibliográfica. O estudo sobre a análise da
centralidade de caminhos mínimos é bastante relevante em diversos cenários da vida real. Dado
um mapa, por exemplo, existem rotas que são mais comumente usadas por transportes de carga
rodoviário, desta forma, espera-se que este trajeto demande de mais frequente manutenção.

Neste trabalho foram implementados e executados, experimentos de conceitos introduzi-
dos em (de Lima et al., 2021). O problema da centralidade de caminhos mínimos é explorado
neste trabalho de um ponto de vista de aplicabilidade, pois o algoritmo e todo seu processo, já
em teoria, são extremamente custosos em tempo de execução para grafos muito esparsos. Tal
pesquisa busca métodos de análise da centralidade de caminhos mínimos de forma mais eficiente.

Dito isto, este trabalho irá mostrar a aplicação de um algoritmo exato em três exemplos
de grafos. O objetivo central é investigar, mesmo que preliminarmente, a distribuição dos valores
de centralidade de caminhos mínimos. Os grafos que serão utilizados neste trabalho não são
direcionados.

Para apresentação visual e conceitual da metodologia serão utilizados: um grafo simples,
com 5 vértices; o modelo de grafo do clube de karatê de Zachary, que é uma rede social de um
clube universitário de karatê (Zachary, 2009) e a rede de jogos de futebol americano entre as
faculdades da Divisão IA durante a temporada regular do outono de 2000 (NetworkX, 2021).

4.1 ALGORITMO

Dados os grafos de entrada, a ideia geral do trabalho é obter todos os possíveis caminhos
mínimos, isto é, executar o algoritmo de Dijkstra para cada um dos 𝑛 vértices do grafo. Como já
mencionado, o algoritmo de Dijkstra, dado um vértice alvo, constrói uma árvore de caminhos
mínimos, sendo cada percurso da raiz até os nós da árvore um caminho mínimo da raiz ao nó.
Em situações em que o grafo é conexo, a quantidade de caminhos mínimos de um vértice para
todos os demais é de 𝑛 − 1. Este processo será executado 𝑛 vezes, isto é, para todos os vértices
do grafo.

A função main() serve como chamada central de outras subfunções que fazem o
tratamento dos dados e que serão explicadas em sequência. De forma geral, esta função faz a
construção de um grafo (linhas 2 - 4), determina os caminhos mínimos para todos os vértices
(linhas 5 - 8), faz a computação de centralidade dos caminhos mínimos de um grafo (linha 7) e
exibe, na saída padrão, todos os caminhos mínimos com seus respectivos valores de centralidade
(linha 8).
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Algoritmo 4.1: Função central para chamada de subfunções.

1 def main() -> None:

2 G = simple_graph_generator()

3 G = karate_club_graph_generator()

4 G = football_graph_generator()

5

6 dijkstraTrees = get_dijkstra_trees_from_a_graph(G)

7 shortestPaths = get_shortest_paths(dijkstraTrees)

8 all_shortest_paths_centrality(shortestPaths)

9 print_all_paths_and_centrality(shortestPaths)

Para a geração de grafos de entrada, o código proposto neste traba-
lho possui 3 funções: o Algoritmo 4.2 (𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒_𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ_𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟 ()), o Algo-
ritmo 4.3 (𝑘𝑎𝑟𝑎𝑡𝑒_𝑐𝑙𝑢𝑏_𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ_𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟 ()) e o Algoritmo 4.4 ( 𝑓 𝑜𝑜𝑡𝑏𝑎𝑙𝑙_𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ_𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟 ()).
Estas funções usam a biblioteca NetworkX para construção manual do grafo simples, do clube de
karatê, predefinidos na biblioteca, e chamada por fonte externa do grafo da rede de jogos de
futebol americano.

Algoritmo 4.2: Função para gerar um grafo simples.

1 def simple_graph_generator():

2 G = nx.Graph()

3 G.add_edge(1, 2)

4 G.add_edge(1, 3)

5 G.add_edge(1, 5)

6 G.add_edge(2, 3)

7 G.add_edge(3, 4)

8 G.add_edge(4, 5)

9 return(G)

Algoritmo 4.3: Função para gerar o modelo de grafo do clube de karatê de Zachary.

1 def karate_club_graph_generator():

2 G = nx.karate_club_graph()

3 for v in G:

4 print(f‘‘{v:4} {G.degree(v):6}’’)

5 return(G)

Algoritmo 4.4: Função para gerar o modelo de grafo da rede de futebol americano. Disponível em (Developers,
2021).

1 def football_graph_generator():

2 url = ‘‘http://www-personal.umich.edu/~mejn/netdata/football.zip’’

3 sock = urllib.request.urlopen(url) # open URL

4 s = io.BytesIO(sock.read()) # read into BytesIO ‘‘file’’

5 sock.close()

6 zf = zipfile.ZipFile(s) # zipfile object

7 txt = zf.read(‘‘football.txt’’).decode() # read info file
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8 gml = zf.read(‘‘football.gml’’).decode() # read gml data

9 # throw away bogus first line with # from mejn files

10 gml = gml.split(‘‘\n’’)[1:]

11 G = nx.parse_gml(gml) # parse gml data

12 return G

Com os grafos de entrada criados, iniciaremos o processo de tratamento destes dados.
Dado um grafo de entrada, o Algoritmo 4.5 (𝑔𝑒𝑡_𝑑𝑖 𝑗 𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎_𝑡𝑟𝑒𝑒𝑠_ 𝑓 𝑟𝑜𝑚_𝑎_𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ())

trata os dados de entrada para passar por cada um dos vértices, gerando a árvore de Dijkstra.
Estes dados são armazenados em um dicionário, estrutura de dados para armazenamento de
dados com indexação por chaves,de caminhos mínimos, indexado pelos rótulos dos vértices.
Algoritmo 4.5: Função para tratar os dados de um grafo de entrada e gerar um dicionário de árvores de Dijkstra,
indexado pelos rótulos dos vértices do grafo.

1 def get_dijkstra_trees_from_a_graph(g: dict) -> dict:

2 graphDict = {}

3 for node in g:

4 if node not in graphDict:

5 graphDict[node] = single_source_dijkstra(g, node)[1]

6 return graphDict

No próximo passo, o Algoritmo 4.6 (𝑔𝑒𝑡_𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡_𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠_ 𝑓 𝑟𝑜𝑚_𝑑𝑖 𝑗 𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎_𝑡𝑟𝑒𝑒𝑠()) é
uma etapa de refinamento dos dados previamente obtidos. Isto é, a partir dos dados do dicionário de
caminhos mínimos retornados pela função 𝑔𝑒𝑡_𝑑𝑖 𝑗 𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎_𝑡𝑟𝑒𝑒𝑠_ 𝑓 𝑟𝑜𝑚_𝑎_𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ(), o algoritmo
faz operações de normalização textual, como retirada de colchetes nos nomes dos caminhos
mínimos, por exemplo.

Algoritmo 4.6: Função para refinamento do dicionário de caminhos mínimos.

1 class PathInfo:

2 def __init__(self, centrality: int, numNodes: int) -> None:

3 self.centrality = centrality

4 self.numNodes = numNodes

5

6 def get_shortest_paths_from_dijkstra_trees(graphDict: dict) -> dict:

7 pathDict = {}

8

9 for i in graphDict.values():

10 for j in i.values():

11 path = str(j).replace(‘‘[’’, ‘‘’’).replace(‘‘]’’, ‘‘’’)

12 if path not in pathDict and len(path) > 1:

13 newPathInfo = PathInfo(0, len(j))

14 pathDict[path] = newPathInfo

15

16 return pathDict

Tendo-se os dados refinados, a última etapa visa calcular a centralidades dos caminhos
mínimos, no Algoritmo 4.7 (𝑎𝑙𝑙_𝑠ℎ𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑡_𝑝𝑎𝑡ℎ𝑠_𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦()). A centralidades dos caminhos
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mínimos do grafo é calculada da seguinte forma: para cada caminho mínimo 𝑐𝑚1, verifique em
todos os demais caminhos mínimos se 𝑐𝑚1 está presente como subcaminho mínimo (linhas 2 -
5); em caso positivo, contabilize +1 na centralidade de 𝑐𝑚1 (linha 6). Estas etapas são repetidas
para todos os demais caminhos mínimos (linhas 2 - 6). Feito isto, os valores são normalizados
(linhas 11 - 13), para que os valores de ponderação estejam entre 0 e 1. Ou seja, quanto mais
próximo de 1, maior a centralidade do caminho mínimo.

Algoritmo 4.7: Função para cálculo da centralidade dos caminhos mínimos.

1 def all_shortest_paths_centrality(pathDict: dict) -> dict:

2 # Check if i is contained in j. If so, add one

3 for i in pathDict:

4 for j in pathDict:

5 if i in j:

6 pathDict[i].centrality += 1

7

8 # Get the number of Dijkstra trees

9 numTrees = len(pathDict)

10

11 # Normalizing centrality values

12 for path in pathDict:

13 pathDict[path].centrality /= numTrees * pathDict[path].numNodes
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5 RESULTADOS

O trabalho foi desenvolvido em Python 3, com uso da biblioteca NetworkX (Developers,
2021).

Para a execução dos testes, foram selecionados três grafos, sendo deles um grafo simples,
utilizado para visualização exata dos valores de centralidade para cada caminho mínimo. Os
demais dois grafos são modelos da vida real dados pelas aplicações do clube de karatê de Zachary
e a rede de jogos de futebol americano. Buscou-se selecionar redes que contivessem número de
vértices e arestas distintas, para que fosse possível obter resultados não viciados em relação ao
tamanho do grafo sobre os quais seriam executados os testes. Dito isso, os grafos selecionadas
representam diferentes tipos de redes e possuem quantidades de vértices que variam de 5 a 115.
A Tabela 5.1 apresenta a descrição das redes nas quais foram executados os testes propostos.

Tabela 5.1: Detalhamento das redes selecionadas.

Rede Vértices Arestas Tipo Classificação
Simple 5 6 Não direcionado Teste
Zachary 34 78 Não direcionado Social
Football 115 613 Não direcionado Informação

A Tabela 5.2 representa os valores de centralidade calculados pelo Algoritmo 4.2 para o
grafo mais simples. A ordem apresentada na tabela depende do contexto de análise. Para este
grafo, foi feita a ordenação de tal forma a agrupar ou deixar mais próximos os vértices iguais.
Por exemplo, as primeiras linhas desta tabela estão ordenadas primeiro com todos os caminhos
mínimos que iniciam no vértice 1 e assim por diante.

Tabela 5.2: Valores de centralidade do grafo simples, Algoritmo 4.2.

Path Centrality
[1, 2] [0.050]
[1, 3] [0.075]
[1, 5] [0.075]

[1, 3, 4] [0.016]
[2, 1] [0.050]
[2, 3] [0.050]

[2, 1, 5] [0.016]
[2, 3, 4] [0.016]
[3, 1] [0.075]
[3, 2] [0.050]
[3, 4] [0.075]

[3, 1, 5] [0.016]
[5, 1] [0.075]
[5, 4] [0.025]

[5, 1, 2] [0.016]
[5, 1, 3] [0.016]
[4, 3] [0.075]
[4, 5] [0.025]

[4, 3, 1] [0.016]
[4, 3, 2] [0.016]
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Para os grafos do clube de karatê de Zachary e da rede de jogos de futebol americano,
os resultados foram apresentados em gráficos, pois suas tabelas são extensas. Serão apresentados
dois tipos de gráficos, um com os valores de centralidade dos camino mínimos normalizados e
outro com os valores de centralidade não normalizados e na escala logarítmica.

O Gráfico 5.1(a) e o Gráfico 5.1(b) distribuem os valores de centralidade, normalizados,
dos caminhos mínimos no eixo 𝑦, de forma ordenada (crescente), enquanto o eixo 𝑥 representa os
caminhos mínimos rotulados sequencialmente. Nesta visualização o percurso exato de cada um
dos caminhos mínimos não nos interessa.

(a) Clube de karatê de Zachary. (b) Rede de jogos de futebol americano.

Figura 5.1: Distribuição dos valores de centralidade, normalizados, dos caminhos mínimos.

O Gráfico 5.2(a) e o Gráfico 5.2(b) distribuem os valores de centralidade, não nor-
malizados e na escala logarítmica, dos caminhos mínimos no eixo 𝑦, de forma ordenada
(crescente).

(a) Clube de karatê de Zachary. (b) Rede de jogos de futebol americano.

Figura 5.2: Distribuição dos valores de centralidade, não normalizados e na escala logarítmica, dos caminhos
mínimos.
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6 CONCLUSÕES

É interessante e útil ver o comportamento e a distribuição dos valores de centralidade
dos caminhos mínimos nos grafos selecionados, pois, pelos gráficos obtidos, constata-se que os
grafos possuem um comportamento muito parecido entre eles, segundo a relação de caminhos
mínimos.

Vale ressaltar que o algoritmo proposto neste trabalho para o problema de caminhos
mínimos é custoso, podendo-se tornar inviável para algumas aplicações da vida real, porém este
trabalho visa despertar a curiosidade referente a importância e utilidade deste tipo de análise.

Da análise dos valores de centralidade dos caminhos mínimos: de forma intuitiva, já se
percebe um comportamento e relação entre o tamanho do percurso de um caminho mínimo e seu
valor de centralidade. Em outras palavras, caminhos mínimos com um percurso maior tendem
a ter valores de centralidade menores. Ou seja, dado um caminho mínimo, ele só poderá estar
contido como subcaminho em algum outro, se e somente se, este conter pelo menos a mesma
quantidade de vértices; isto é, quanto menor o percurso, mais possibilidades deste caminho
estar contido como subcaminho mínimo em outros e, consequentemente, maior o seu valor de
centralidade. Em resumo, pode-se dizer que, quanto maior o percurso de um caminho mínimo,
menor seu valor de centralidade e, de forma análoga, quanto menor o percurso de um caminho
mínimo, mais provável de seu valor de centralidade ser maior.

Do comportamento do gráfico de distribuição dos valores de centralidade dos caminhos
mínimos: o Gráfico 5.1(a) e o Gráfico 5.1(b) apresentam a disposição dos valores de centralidade
ordenados de forma crescente, permitindo-nos constatar que a curva é sempre crescente. Isto é
importante destacar, pois indica que os caminhos mínimos tendem a ter comportamentos extremos
(ser muito centrais – "importantes-- ou pouco centrais). Outro fator interessante disto, assim
como supracitado, é o de que os caminhos mínimos dispostos mais à esquerda (valores menores),
referem-se aos caminhos mínimos com percurso maior, enquanto que, de forma análoga, os
caminhos mínimos dispostos mais à direita dos gráficos representam os percursos maiores.

Vale ressaltar um aspecto em adicional. Sabemos que existem diversas situações em que,
dado um grafo, existe a possibilidade de ocorrer mais de uma opção de caminho mínimo entre um
par de vértices. Isto é um aspecto importante, pois, de forma lógica, os valores de centralidade
possivelmente mudem. Em grafos pequenos este aspecto pode ser facilmente percebido e por isso
é necessário assumir como verdade o retorno de um algoritmo de busca por caminhos mínimos,
pois cada algoritmo pode tratar a busca. Além disso, existem algumas linhas de pesquisas
(de Lima et al., 2021) que indicam que o problema da aleatorização de rotulagem tem impacto
desprezível em grafos muito esparsos. Entende-se disto que a aleatorização de rotulagem não
é, necessariamente, um empecilho para o estudo da centralidade de caminhos mínimos em um
grafo.
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